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摘要: 给出了一种根据R iem ann 问题的解,计算网格单元边界处的守恒量通量的方法。该方法不受网格单元

形状的限制,具有较好的通用性。实际计算表明,采用这一方法在自适应无结构网格上求解 Euler 方程,对于

复杂的流动细节具有较高的分辨率,并且使用多重网格法能够加速收敛。
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An A lgor ithm for Euler Equation s Using Adaptive Un structured

Gr id Based on R iemann Problem Solution
CHAN G L i2na, Y IN H e, YAN Chuan2jun

(N o rthw estern Po lytechn ic U n iversity, X i’an 710072, Ch ina)

Abstract: A n algo rithm to so lve tw o2dim en sional Eu ler equat ion s on adap t ive

un structu red grids is p resen ted. It u ses the analyt ica l so lu t ion of R iem ann p rob lem to

calcu la te the num erica l con servat ive fluxes. W ith the velocity tangen t to the face being

trea ted as a passively advected quan t ity, the flux is ob ta ined by so lving R iem ann p rob lem fo r

the p ro jected equat ion s along the no rm al to that face. W ith in the fram ew o rk of adap t ive m esh

refinem en t, the algo rithm ob ta in s h igh reso lu t ion. Convergence to steady sta te is accelera ted

by m u lt igrid m ethod. Cases are run fo r sub son ic and superson ic in ternal f low s. T he resu lts

show that the algo rithm is robu st and accu ra te, even in the p resence of non linear

d iscon t inu it ies.
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1　引　言

　　求解外形复杂流场的 Eu ler方程的稳态问题

时,通常会遇到以下两个困难,首先是如何得到合

理的网格分布,其次是如何提高 Eu ler 方程在这

些网格上的求解效率。结构网格划分法是目前用

得最多的网格划分方法,但是当流场外形的几何

复杂程度提高时,由这一方法生成网格的难度也

随之迅速提高。无结构网格划分方法是另外一种

类型的网格划分方法,在无结构网格中,几何实体

之间的相对位置关系没有结构性的限制,因此降

低了网格划分的难度。但是,与结构网格相比,无

结构网格上气动计算的数值求解器的发展则显得

滞后得多,另外,在无结构网格中,必须储存大量



的信息来定义网格中各实体的几何特性以及各实

体之间的连接关系,这给计算和存储带来较大的

负担,难以保证算法的高效执行。

Godunov 首次将R iem ann 问题及其相关解引

入计算流体力学领域[1 ] ,给出了 Godunov 方法, 在

Godunov 方法中,解本身就是由一系列间断解构成

的,因此当流动不光滑时,计算结果仍能够很好地近

似真实解的情况。基于Godunov 方法的这一优点,

它在求解 Eu ler 方程的问题中获得了广泛应用,但

其中的大多数都是基于结构网格的[2 ]。本文按照

Godunov 构造解的方法,给出了一种在无结构网格

上求解Eu ler方程的数值算法。

根据Co lella 所给的投影方法[3 ] ,本文给出了二

维 Eu ler 方程在控制体单元边界法线方向上的投影

方程,考虑到沿边界切线方向的通量可以看作被动

对流通量,可以用一维 Eu ler 方程的R iem ann 解[4 ]

来确定通过控制单元边界的通量函数。为了提高计

算精度,文中将一维特征预测器[5, 6 ]用于基本气动参

数Θ, u , v , p 的插值计算中。

为了减少计算时间,同时保证精度,本文采用

了自适应无结构网格。自适应无结构网格生成算

法主要分为结点移动法、网格细化法和网格更新

法三种,本文采用了网格更新法。与前两种方法相

比,网格更新法生成的一系列自适应网格不会受

初始网格规模或数值计算过程的限制,因此能够

更好的反映不同时刻气流的流动特点。在实际计

算中,本文还采用了多重网格法以加速收敛,具体

过程为: 首先在大尺寸的均匀初始网格上得到

Eu ler 方程的初步数值解,分析这一初步解,可以

粗略得到主要流动特征的位置和形式,据此重新

划分计算域,得到相应的自适应网格,自适应网格

上的计算初值可以在上一次计算结果的基础上插

值得到;这样根据已有网格上的数值解,可以不断

地生成新的自适应网格,并以这一自适应网格作

为计算网格,在已有解的基础上继续进行计算,最

终可以得到较为精确的数值解。

2　确定通量函数

　　二维 Eu ler 方程是典型的守恒方程。用 5T j

表示控制体单元边界, 二维 Eu ler 方程在 5T j 外

法线方向的投影方程为:

5W ö5 t + 5 G (W ) ö5 X = 0 (1)

W (X , t) =

Θ
ΘuN

ΘuT

ΘE

, G (W ) =

ΘuN

Θ(uN ) 2 + p

ΘuN uT

ΘuN E + uN p

其中, Θ表示密度, u
N 表示 5T j 外法线方向的速度

分量, u
T 表示 5T j 切线方向的速度分量, E 表示单

位质量的总能量。

取状态量V = (Θ, u
N , p

T ) ,由于 u
T 可以看作

被动对流量[3 ] ,因此能够以 5T j 左右两侧的状态

量 V
n+ 1ö2
T , j ,L 和 V

n+ 1ö2
T , j , R 为初始间断条件, 采用一维

Eu ler 方程 R iem ann 问题的求解方法[4 ] , 确定边

界 5T j 处的参数Θn+ 1ö2
T , j , (u

n+ 1ö2
T ) N 和 p

n+ 1ö2
T , j 。另一个

参数 (u
n+ 1ö2
T , j ) T 的值可以用下式估计:

(un+ 1ö2
T , j ) T = (un+ 1ö2

T , j ,L ) T　　 u3 n+ 1ö2
T , j > 0

(un+ 1ö2
T , j ) T = (un+ 1ö2

T , j , R ) T　　 u3 n+ 1ö2
T , j ≤ 0

(2)

其中, u
3 n+ 1ö2

T , j 表示接触间断处的速度。这样就可以

确定 5T j 处的投影状态量W
n+ 1ö2
T , j , 进而得到通量

函数 5 n
T , j (U ) = G (W n+ 1ö2

T , j )。

已知通量函数 5 n
T , j (U )后,根据二维 Eu ler方

程的积分形式[5 ] , 就可以得到求解 Eu ler 方程的

迭代格式。对三角形控制体单元 T 有:

U n+ 1
T = U n

T -
∃ t
S T

6
3

j= 1
5 n

T , j (U ) ∃L T , j (3)

其中, U = (Θ, Θu , Θv , ΘE ) T , U
n+ 1
T 和U

n
T 分别表示

tn+ 1与 tn 时刻U 在三角形重心处的取值, S T 表示

T 的面积, ∃L T , j表示边 j 的长度, ∃ t表示时间间

隔, 5 n
T , j (U )表示三角形 T 的边 j 上的通量函数。

3　自适应无结构三角形网格的生成

　　一般而言,如果解的误差均匀分布,则计算网

格是最优的[7 ] ,因此采用网格更新法生成自适应

网格时,需要根据解的误差分布情况,确定新网格

的几何参数。本文以密度 Θ的一阶梯度值¨ Θ作
为矢量U 的误差表征量,根据¨ Θ的值,估计计算

域中任意一点 P 处网格单元特征尺寸的期望值

∆P:

∆2
P û¨ ΘP û = con st (4)

其中, ¨ ΘP 表示点 P 处的密度梯度值, con st 为常

数。用 ∆m in表示新的自适应网格中,规定的单元最

小特征尺寸, û ¨ Θûm ax表示计算域中,密度梯度绝

对值的最大值,则 con st取为:

con st = ∆2
m inû¨ Θûm ax (5)

　　对于三角形网格单元,本文取外接圆半径作

为特征尺寸。在 (4)式和 (5)式中,用到了梯度值

¨ Θ,由于精确解的梯度值事先是不知道的,本文

根据上一次的数值解得到密度梯度的估计值¨ Θδ,

¨ Θδ的分布是由背景网格给出的。
本文基于阵面推进法,根据网格单元特征尺
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寸的期望值计算新加结点的位置, 然后按照

D elaunay 准则确定已有结点之间的连接关系[8 ] ,

这样既可以实现网格生成的完全自动化,又能够

保证自适应网格的质量。网格生成过程主要包括

以下几个步骤:

( 1) 根据上一次计算得到的数值解,构造背

景网格;

( 2) 查询背景网格,得到边界上各点处密度

梯度的估计值,然后由 (4)式计算得到相应的外接

圆半径以及边长的期望值,并据此离散边界;

(3) 由边界上的离散点,生成初始网格;

(4) 在初始网格网格中,对每一三角形单元,

查询背景网格计算得到重心处外接圆半径的期望

值,比较该三角形单元的实际外接圆半径与这一

期望值,若实际外接圆半径不超过这一期望值,则

将三角形设为可接受三角形,否则将其设为不可

接受三角形;

(5) 将不可接受三角形分为有效三角形和预

备三角形[8 ];

(6) 选取半径最小的有效三角形作为阵面三

角形;

(7) 选取阵面三角形的一条边作为确定新加

结点的边,查询背景网格计算得到该边中点处的

外接圆半径的期望值;

(8) 根据外接圆半径的期望值计算新加结点

的位置;

(9) 若新结点位于计算域内并与任一已有结

点的距离大于某一限定值, 则按照Bow yer2单元
分为可接受三角形或不可接受三角形; 否则舍弃

这一新结点,并将阵面三角形设为可接受三角形;

(10) 检查是否仍然存在不可接受三角形,若

不存在,则得到相应于上一次数值计算结果的自

适应网格,计算结束;否则继续执行 (5)到 (10)。

4　算　例

4. 1　亚音速管流

　　图 1 (a)给出了这一管道的相关几何尺寸,其

中,上管壁和下管壁各有一个形状为 10◊ 余弦函

数的凸起。在来流马赫数M a∞= 015时,该问题的

理论解[9 ]是:管道内的流动为亚音速等熵流,并且

流动参数的分布关于凸起是对称的。

图 1 (a)和 (b)分别给出了这一问题初始网格

和自适应网格,初始网格包含了 492个结点,自适

应网格包含了 1162 个结点。在初始网格上迭代

1200步后流动基本稳定,根据此时的数值解生成

自适应网格,并以初始网格上的数值解作为初值,

在自适应网格上继续进行计算,图 2 (a)给出了在

自适应网格迭代 100步后得到的压力等值线图。

图 1　亚音速管流问题

F ig. 1　Subson ic channel flow

图 2　压力等值线图 (41条等值线)

F ig. 2　P ressure con tours (41 con tours)

图 2 (b)给出了M esaro s 在边长为 011 的均

匀无结构网格上采用稳态ö非稳态分裂法得到的
压力等值线图。比较图 2 (a)与 (b)可以看出,本文

与M esaro s得到的压力等值线分布比较接近,并

且与后者相比,前者关于凸起的对称性更加明显,

而且等值线分布也更平滑,这可能是因为本文采

用了自适应网格,增加了凸起附近网格的密度,从
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而提高了计算精度。

4. 2　斜激波的反射

　　在这一算例中,管道中的压缩斜坡为 1113°,

来流马赫数M a∞= 1186。图 3 (a)和 (b)给出了本

图 3　包含斜坡的管流问题

F ig. 3　D uct con tain ing a ramp

图 4　压力等值线图 (32条等值线)

F ig. 4　P ressure con tours (32 con tours)

文计算所用的初始网格以及第三次更新网格后得

到的自适应网格,其中初始网格包含 274个结点,

473 个单元, 自适应网格包含 2031 个结点, 3924

个单元。图 4 (a)给出了在自适应网格上迭代 100

步后得到的压力等值线图, 其中, pm in = 01988,

pm ax= 31076,图 4 (b)给出了 Kan ia 在结构矩形网

格上采用 1800 (60×30)个单元计算所得的结果。

比较图 4 (a)与 (b) ,可以看出,本文的计算结果与

Kan ia 的计算结果[10 ]基本相符,但在出口处却不

够一致。这可能是因为,出口处气流参数的分布比

较复杂,而本文与 Kan ia 采用了不同的等值线生

成算法,因此得到的等值线也有所不同。

5　结　论

　　本文建立了二维 Eu ler方程在控制体单元边

界法线方向的投影方程,将一维 Godunov 方法用

于在无结构自适应网格上求解二维 Eu ler 方程的

问题中。实际计算表明,这一构造解的方法既适用

于亚音速流,又适用于超音速流。但是,文中所给

算法对于激波和膨胀波的捕捉还不够理想,这可

能是因为,本文根据三角形单元 3 个顶点处的参

数值估算单元内的平均梯度值,因此容易抹平间

断。改进梯度值的估算方法,有可能进一步提高计

算精度。
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